Independencia entre las cuestiones en el análisis factorial de tablas disyuntivas incompletas con preguntas condicionadas by Zárraga, A. & Goitisolo, B.
QU¨ESTIIO´, vol. 23, 3, p. 465-488, 1999
INDEPENDENCIA ENTRE LAS CUESTIONES
EN EL AN ´ALISIS FACTORIAL DE TABLAS
DISYUNTIVAS INCOMPLETAS
CON PREGUNTAS CONDICIONADAS
A. Z ´ARRAGA
B. GOITISOLO
Universidad del Paı´s Vasco-Euskal Herriko Unibertsitatea∗
El ana´lisis de correspondencias mu´ltiples (ACM) estudia la relacio´n en-
tre varias variables cualitativas definidas sobre una misma poblacio´n. Sin
embargo, una de las principales fuentes de informacio´n son las encuestas
donde es frecuente encontrar cierto nu´mero de datos ausentes y de pre-
guntas condicionadas. Escofier (Escofier 1981) propone analizar la tabla
disyuntiva incompleta sustituyendo la marginal real de la tabla sobre los
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disyuntiva incompleta esta´ asociado a unas tasas de inercia pequen˜as que
no deben ser interpretadas como partes de informacio´n explicada por los
ejes. Se estudiara´ el caso en el cual las cuestiones son independientes dos
a dos y se propondra´ una correccio´n a estas tasas de inercia en el ana´lisis
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1. INTRODUCCI ´ON
Las razones por las que existen datos ausentes pueden ser diversas, revelando proble-
mas que debera´n ser tratados tambie´n de diferentes formas segu´n se indica en §4 y en
(Escofier & Page`s 1992).
• Las no respuestas pueden estar causadas por un olvido involuntario del individuo y
no tener un significado especial. Suelen representar una proporcio´n muy pequen˜a de
los datos y afectar por igual a todas las cuestiones e individuos.
• Una segunda razo´n para la existencia de la no respuesta corresponde a una actitud
particular del entrevistado, deseo de no revelar cierta informacio´n (por ejemplo, los
ingresos, la ideologı´a polı´tica, etc). Este tipo de no respuesta no se reparte de forma
aleatoria en la tabla de datos sino que afecta ma´s a determinadas cuestiones y grupos
de individuos.
• Otra razo´n por la que aparecen las tablas disyuntivas incompletas −definidas en §2−
muy frecuente en las encuestas se debe a la existencia de preguntas condicionadas,
es decir, aque´llas a las cuales un individuo debe contestar o no dependiendo de cual
haya sido su respuesta a una cuestio´n anterior. Por ejemplo, se le pregunta si sabe o
no ingle´s; a continuacio´n, y so´lo si ha respondido saber ingle´s, se le pregunta su nivel
de ingle´s en determinados aspectos. En una encuesta pueden existir varios grupos de
preguntas condicionadas (los que saben ingle´s, france´s, so´lo los que tienen familiares
y se relacionan con ellos contestara´n la frecuencia con que lo hacen, etc). En este ca-
so, la no respuesta se agrupa en un determinado nu´mero de cuestiones (aquellas cuya
respuesta esta´ condicionada por una pregunta anterior) y caracteriza a determinados
grupos de individuos.
Tras la definicio´n de las tablas disyuntivas incompletas y la notacio´n ba´sica utilizada
−§2−, se vera´ el problema que plantea la aplicacio´n del ana´lisis de correspondencias
mu´ltiples cla´sico a este tipo de tablas −§3− y algunas posibles alternativas dependien-
do de las razones de la ausencia −§4−. La solucio´n propuesta para el caso de preguntas
condicionadas (el ana´lisis con marginal modificada) se desarrolla −§5 a §9− insistien-
do en las diferencias con el ana´lisis de correspondencias cla´sico (por ejemplo, en la
eleccio´n del origen −§6− y nu´mero de ejes −§9−) y en los diferentes resultados segu´n
se posea una proporcio´n pequen˜a de los datos ausentes o esta proporcio´n sea elevada
(relaciones entre los factores −§8−).
En §10 se estudia el caso de independencia entre las cuestiones y a partir de los resulta-
dos obtenidos se propone una correccio´n a las tasas de inercia calculadas en el ana´lisis
general con marginal modificada de la tabla disyuntiva incompleta.
466
2. DEFINICI ´ON DE LAS TABLAS DISYUNTIVAS INCOMPLETAS Y
NOTACI ´ON
Se considera la tabla de datos que recoge en forma lo´gica y disyuntiva las respuestas de
un conjunto de individuos a un conjunto de preguntas o cuestiones, poseyendo cada una
de ellas un conjunto finito de modalidades de respuesta. En el ana´lisis de corresponden-
cias mu´ltiples cla´sico se impone a todos los individuos la obligacio´n de pertenecer a
alguna de las modalidades de cada cuestio´n y se denomina a la tabla ası´ obtenida tabla
disyuntiva completa (Z). Se dira´ que tal tabla de datos es disyuntiva incompleta (Z∗)
cuando los individuos no dan respuesta a una o ma´s de las cuestiones preguntadas.
Tabla 1
Tabla disyuntiva completa (Z) o Tabla disyuntiva incompleta (Z∗)
q = 1 . . . q . . . q = Q
j = 1 . . . j = J1 j
1 1 0
2 0 0
3 0 1
.
.
.
i zij
.
.
.
n
donde:
Q = {1, . . . , q, . . . , Q} es el conjunto de variables a las cuales debe responder
el individuo
Jq = {1, . . . , j, . . . , Jq} es el conjunto de modalidades de la variable q ∈ Q
J = {1, . . . , j, . . . , J} es el conjunto de modalidades de todas las variables
= ∪Qq=1Jq
I = {1, . . . , i, . . . , n} es el conjunto de individuos
zij =
{
1 si el individuo i ∈ I responde la modalidad j ∈ J
0 en otro caso
zi. =
∑
j∈J zij es el nu´mero de cuestiones a las que responde el individuo i ∈ I
z.j =
∑
i∈I zij es el nu´mero de individuos que eligen la modalidad j ∈ J
Se denotara´ zq.j cuando interese dejar constancia de la variable q ∈ Q a la que
pertenece dicha modalidad
z =
∑
i∈I
∑
j∈J zij es el total de la tabla
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En las tablas disyuntivas incompletas −al igual que en las completas analizadas me-
diante el ACM cla´sico− las variables siguen estando definidas a trave´s de un conjunto
de modalidades a las que el individuo debe responder sobre su pertenencia (zij = 1) o
no (zij = 0).
Pero, en ocasiones, esas modalidades correspondientes a una misma variable no esta´n
definidas en forma completa, es decir, el individuo puede no pertenecer a ninguna de
ellas; en otras ocasiones a pesar de estar definidas en forma completa el individuo puede
no revelar a que modalidad pertenece; en ambos casos:
zij = 0 i ∈ I ∀j ∈ Jq q ∈ Q
Por ello sera´ necesario definir tambie´n una variable que toma el valor 1 si el individuo
i ∈ I responde a la cuestio´n q ∈ Q y 0 en caso contrario:
zqi. =
∑
j∈Jq zij ∀q ∈ Q ∀i ∈ I
Y se denotara´ por zq el nu´mero de individuos que han respondido a la cuestio´n q ∈ Q:
zq =
∑
j∈Jq z.j ∀q ∈ Q
En resumen, las tablas disyuntivas incompletas se caracterizan porque en ellas dejan de
cumplirse algunas de las relaciones que se dan en las completas:
zqi. = 1 ∀q ∈ Q ∀i ∈ I
zq = n ∀q ∈ Q
zi. = Q ∀i ∈ I
z = nQ
Como ya es sabido, en todo ana´lisis de correspondencias se definen ((Escofier & Page`s
1992), (Lebart, Morineau & Tabard 1977) y (Abascal & Grande 1989) entre otros) las
frecuencias relativas conjuntas y marginales como:
fij =
zij
z
∀i ∈ I ∀j ∈ J
fi. =
zi.
z
=
∑
j∈J fij ∀i ∈ I
f.j =
z.j
z
=
∑
i∈I fij ∀j ∈ J
y los perfiles fila i, i ∈ I:
zij
zi.
∀j ∈ J
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y perfiles columna j, j ∈ J :
zij
z.j
∀i ∈ I
que forman las nubes N (I) ∈ ℜJ y N (J ) ∈ ℜn respectivamente.
3. PROBLEMA QUE PLANTEA LA APLICACI ´ON DEL AN ´ALISIS DE
CORRESPONDENCIAS M ´ULTIPLES HABITUAL A UNA TABLA
DISYUNTIVA INCOMPLETA
El problema que plantea este tipo de tablas es el mismo independientemente de la razo´n
para esa ausencia de datos: la marginal sobre I ya no es constante.
Podrı´a pensarse en aplicar directamente el ana´lisis de correspondencias simples a esta
tabla, (notar que originalmente se creo´ para el estudio de tablas de contingencia donde
las marginales no son constantes). Sin embargo, cuando se posee una tabla disyuntiva
incompleta, la distancia χ2 y los pesos definidos en el ana´lisis cla´sico no se ajustan a
los objetivos, ya conocidos de un ana´lisis de correspondencias.
La aplicacio´n de la distancia χ2 entre dos perfiles fila i e i′ ∈ I serı´a:
(1)
d2(i, i′) =
∑
j∈J
1
f.j
(
fij
fi.
− fi′j
fi′.
)2
=
=
∑
j∈J
z
z.j
(
zij
zi.
− zi′j
zi′.
)2
Si los individuos i e i′ ∈ I no contestan al mismo nu´mero de preguntas, entonces
zi., i ∈ I difiere de zi′., i′ ∈ I y por tanto la distancia χ2 aumenta tambie´n con las
respuestas comunes. Este es, por tanto, un concepto de distancia no deseable puesto
que no reflejarı´a la similaridad entre individuos −en te´rminos de modalidades comunes
elegidas− buscada en un ana´lisis de correspondencias.
La distancia χ2 entre dos perfiles columna j y j′ ∈ J serı´a:
(2)
d2(j, j′) =
∑
i∈I
1
fi.
(
fij
f.j
− fij′
f.j′
)2
=
=
∑
i∈I
z
zi.
(
zij
z.j
− zij′
z.j′
)2
En esta distancia χ2 cada individuo tendrı´a una ponderacio´n distinta dependiendo del
nu´mero de respuestas elegidas. No parece lo´gico asignar menos importancia a aquellos
individuos que responden a la totalidad de las preguntas frente a quienes no lo hacen.
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Por tanto, la aplicacio´n directa del ana´lisis de correspondencias cla´sico no es adecuada
al estudio de las tablas disyuntivas incompletas.
4. POSIBLES ALTERNATIVAS AL PROBLEMA DE LAS TABLAS
DISYUNTIVAS INCOMPLETAS: AN ´ALISIS FACTORIAL CON
MARGINAL MODIFICADA
Una vez descartada la aplicacio´n del ana´lisis cla´sico, se debe buscar otra alternativa
para el estudio de las tablas disyuntivas incompletas que se adapte mejor. Se busca un
me´todo que minimice la influencia de la no respuesta sobre el ana´lisis.
Una solucio´n evidente desde el punto de vista analı´tico serı´a eliminar aquellos indi-
viduos que no responden a todas las cuestiones, obteniendo de esta forma una tabla
disyuntiva completa. Con esta alternativa perderı´amos la informacio´n referente a esos
individuos en el resto de las cuestiones; informacio´n que puede no ser importante cuan-
do la no respuesta se debe a un descuido y por tanto representa una pequen˜a proporcio´n
sobre el total, pero que alterarı´a los resultados cuando revela una actitud particular o
implica a un gran nu´mero de individuos (caso de las preguntas condicionadas).
Una pra´ctica habitual es crear para cada variable con datos ausentes una modalidad
de no respuesta, obteniendo de esta forma una tabla disyuntiva completa a la que se
puede aplicar el ana´lisis cla´sico. Esta solucio´n puede ser adecuada cuando la no res-
puesta se debe a una actitud particular del individuo (deseo de no revelar determinada
informacio´n por ejemplo); sin embargo, cuando la no respuesta se debe a un descui-
do involuntario la modalidad de no respuesta no tendrı´a una interpretacio´n adecuada y
perturbarı´a los resultados.
En los casos en los que la no respuesta se debe a la existencia de preguntas condicio-
nadas ya se ha indicado en la introduccio´n que caracteriza a un grupo de individuos.
A pesar de ello, la inclusio´n de una modalidad de no respuesta en cada cuestio´n no
serı´a adecuada, puesto que se estarı´a creando una serie de modalidades todas ellas con
el mismo perfil e ide´ntico a una de las modalidades de la pregunta condicionante (no
saben ingle´s) o a una combinacio´n lineal de ellas («no tienen familiares» y «tienen pero
no se relacionan»). Esto podrı´a perturbar los resultados hasta el punto de llegar a crear
uno de los primeros ejes del ana´lisis, como ası´ ocurre en la aplicacio´n a la Encuesta de
Condiciones de Vida de 1989 de la Comunidad Auto´noma de Euskadi presentada en
(Goitisolo & Za´rraga 1998a).
Escofier (Escofier 1981) propone sustituir la marginal real de la tabla (fi. = zi./z, i ∈ I
que no es constante), por una marginal constante gi. = 1/n, i ∈ I en todo el ana´lisis.
Posteriormente (Benali 1985), (Benali 1988), (Benali & Escofier 1987) y (Escofier
1990) utilizan tambie´n esta te´cnica, pero siempre para el caso de tablas disyuntivas
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incompletas donde la no respuesta se debe a una omisio´n involuntaria y el caso de mo-
dalidades de efectivo de´bil. En el ca´lculo de la distancia entre dos individuos (y por
tanto, en la inercia de la nube), las modalidades tienen una ponderacio´n inversa a su
efectivo. En consecuencia, las modalidades muy raras pueden influir demasiado; Benali
y Escofier proponen eliminarlas y tratar a esos individuos como si no hubieran dado
respuesta a la cuestio´n.
Se analizara´ en detalle lo adecuado de esta sustitucio´n y las consecuencias sobre el
ana´lisis, tanto para los casos de omisio´n involuntaria y de modalidades raras como para
el caso de preguntas condicionantes, en el que centraremos nuestro intere´s.
5. NUBE DE INDIVIDUOS: N (I)
El punto i ∈ I se representa en ℜJ por el perfil fij
gi.
= n
zij
z
, i ∈ I, j ∈ J . Este
perfil es diferente del perfil obtenido en el ana´lisis de correspondencias mu´ltiples cla´sico
(zij/Q, i ∈ I, j ∈ J ) al ser el efectivo total de la tabla (z) distinto de nQ.
La distancia cuadra´tica propuesta entre dos individuos i e i′ ∈ I es:
(3)
d2(i, i′) =
∑
j∈J
1
f.j
(
fij
gi.
− fi′j
gi′.
)2
=
= n
2
z
∑
j∈J
1
z.j
(zij − zi′j)2
Se comprueba que u´nicamente las respuestas diferentes hacen aumentar la distancia, sin
tener en cuenta si ambos individuos responden al mismo nu´mero de cuestiones o no.
La ponderacio´n de cada modalidad es, al igual que en correspondencias mu´ltiples con
datos completos, el inverso de su efectivo (la distancia aumenta en mayor proporcio´n
cuando la modalidad poseı´da por so´lo uno de los individuos es rara).
Considerar la distancia anterior entre los puntos i e i′ ∈ I es equivalente a buscar la
distancia euclı´dea habitual en un espacio dotado de me´trica 1/f.j , j ∈ J .
Cada punto i ∈ I esta´ dotado de un peso gi. = 1/n, i ∈ I, que a pesar de no venir
representado por la marginal fi., i ∈ I −del ACM cla´sico− coincide con el peso que
se asigna a los individuos en correspondencias mu´ltiples habitual. Este peso constante
significa que todos los individuos tienen la misma importancia, independientemente del
nu´mero de cuestiones que han respondido. Es por tanto, ma´s adecuado que fi., i ∈ I.
La coordenada j-e´sima del centro de gravedad de la nube es:
GI(j) = f.j =
z.j
z
∀j ∈ J
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que coincide con la correspondiente al centro de gravedad de la nube de individuos en
correspondencias mu´ltiples habitual.
Este sera´ tambie´n el origen de los ejes de ma´xima inercia que se han de buscar.
6. NUBE DE MODALIDADES: N (J )
El punto j ∈ J se representa en ℜn por el perfil fij
f.j
=
zij
z.j
, i ∈ I, j ∈ J , es decir, el
mismo que en el A.C.M. cla´sico.
La distancia cuadra´tica propuesta entre dos modalidades j y j′ ∈ J es:
(4)
d2(j, j′) =
∑
i∈I
1
gi.
(
fij
f.j
− fij′
f.j′
)2
=
= n
∑
i∈I
(
zij
z.j
− zij′
z.j′
)2
Esta distancia es semejante a la utilizada cuando la tabla es completa y apropiada tam-
bie´n para el caso de preguntas condicionadas. Equivale a considerar la distancia eu-
clı´dea en un espacio dotado de me´trica 1/gi., i ∈ I.
Cada punto j ∈ J esta´ dotado de un peso f.j = z.j/z, j ∈ J , coincide con el asignado
en correspondencias mu´ltiples de tablas completas y supone que cada modalidad tiene
una importancia proporcional a la poblacio´n que representa. Las modalidades tienen un
peso en la construccio´n de los ejes tanto menor cuanto menor sea su efectivo.
La coordenada i-e´sima del centro de gravedad de la nube es:
GJ (i) = fi. =
zi.
z
∀i ∈ I
Sin embargo, en (Goitisolo & Za´rraga 1998b) se justifica la eleccio´n como origen del
punto OJ (cuya coordenada i− e´sima es gi., i ∈ I). La diferencia entre los puntos OJ
y GJ conlleva que en el ana´lisis las nubes han de ser siempre centradas, no existiendo
la equivalencia conocida en correspondencias mu´ltiples con tablas completas entre los
ana´lisis de las nubes centradas y no centradas.
7. OBTENCI ´ON DE LOS FACTORES DE AMBAS NUBES
Calcular la sucesio´n de ejes (us, s ∈ S = {1, . . . , s, . . . , S}, S ≤ J) que maximizan la
inercia proyectada de la nube N (I) equivale a:
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(5)
maximizar: usT MXT PXMus
sujeto a: usT Mus = 1
us
T Mut = 0 ∀t < s
donde:
• X es una matriz (n× J) de te´rmino general:
(6) xij = fij
gi.f.j
− 1 i ∈ I j ∈ J
Al igual que en ana´lisis de correspondencias cla´sico cada elemento de esta matriz
contiene las desviaciones entre la tabla de datos fij , i ∈ I, j ∈ J y una tabla de
te´rmino general que corresponde a la hipo´tesis de independencia. La diferencia con
el ana´lisis cla´sico radica en que la frecuencia relativa marginal correspondiente a las
filas es impuesta en funcio´n del nu´mero de filas en lugar de obtenida a partir de los
datos.
• M es una matriz diagonal correspondiente a la me´trica del espacio:
(7) mj = f.j j ∈ J
• P es la matriz (tambie´n diagonal) de pesos:
(8) pi = gi. i ∈ I
Se puede demostrar (Escofier & Page`s 1992) que la nube definida por las filas de la
matriz X , con la me´trica y los pesos considerados, es isomorfa de la definida en §5
como objetivo del estudio. Ambas nubes mantienen las mismas distancias entre dos
puntos cualesquiera.
La resolucio´n de este problema lleva a la diagonalizacio´n de la matriz XT PXM de
orden (J × J) cuyo te´rmino general es:
(9) ajj′ = n
∑
i∈I
fij fij′
f.j
− f.j′ j, j′ ∈ J
Las proyecciones de la nube de individuos sobre los ejes de ma´xima inercia resultantes
son:
Fs = XMus s ∈ S
Su i-e´sima coordenada adopta la expresio´n:
(10)
Fs(i) =
∑
j∈J
(
n fij
f.j
− 1
)
f.j usj =
= n
∑
j∈J fij usj −
∑
j∈J f.j usj i ∈ I, s ∈ S
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Al diagonalizar la matriz XMXT P cuyo te´rmino general es:
dii′ = n
∑
j∈J
fij fi′j
f.j
− fi′. − fi. + 1n i, i′ ∈ I
se obtienen los ejes vs, s ∈ S1 que maximizan la inercia proyectada de la nube N (J )
y tras premultiplicar dicha matriz por XT P las proyecciones Gs, s ∈ S de dicha nube
cuya j-e´sima coordenada puede expresarse:
(11)
Gs(j) =
∑
i∈I
(
n fij
f.j
− 1
)
1
n
vsi =
=
∑
i∈I
fij
f.j
vsi − 1n
∑
i∈I vsi j ∈ J , s ∈ S
8. RELACIONES ENTRE LOS FACTORES
Los factores de ambas nubes se relacionan a trave´s de las expresiones:
(12) Fs = 1√
λs
XMGs s ∈ S
(13) Gs = 1√
λs
XT PFs s ∈ S
En el ana´lisis de correspondencias con marginal modificada, igual que ocurre en el
ana´lisis cla´sico para la cantidad fi., i ∈ I, los factores Fs, s ∈ S esta´n centrados para
la cantidad gi., i ∈ I: ∑
i∈I gi. Fs(i) = 0 s ∈ S
Aplicando la fo´rmula de transicio´n (13):
Gs(j) =
1√
λs
∑
i∈I
(
fij
f.j gi.
− 1
)
gi. Fs(i) =
=
1√
λs
∑
i∈I
fij
f.j
Fs(i) j ∈ J s ∈ S(14)
que coincide con la relacio´n barice´ntrica del ana´lisis de correspondencias.
1Las relaciones de dualidad entre ambos espacios, que se verifican en todo ana´lisis de correspondencias,
permiten establecer que los subespacios de ajuste, asociados a valores propios no nulos, son de ide´ntica
dimensio´n.
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Sin embargo, a diferencia del ana´lisis de correspondencias cla´sico los factores Gs, s ∈
S no esta´n centrados por la cantidad f.j , j ∈ J porque el ana´lisis se hace tomando
como origen un punto diferente al centro de gravedad.∑
j∈J f.j Gs(j) =
∑
i∈I vsi fi. −
∑
i∈I gi. vsi s ∈ S
Si la marginal impuesta difiere de la marginal propia de la tabla esta cantidad es distinta
de cero.
Por ello los factores Fs, s ∈ S no pueden interpretarse como el baricentro de los Gs, s ∈
S como en ana´lisis cla´sico. Segu´n la fo´rmula de transicio´n (12):
Fs(i) =
1√
λs
∑
j∈J
(
fij
f.j gi.
− 1
)
f.j Gs(j) =
=
1√
λs


∑
j∈J
fij
gi.
Gs(j)−
∑
j∈J
f.j Gs(j)

 i ∈ I s ∈ S(15)
El segundo sumatorio corresponde a la proyeccio´n del centro de gravedad de N (J ),
que al no haber sido tomado como origen de los ejes es diferente de 0.
Benali y Escofier (Benali & Escofier 1987) afirman que «Este te´rmino, en la pra´ctica
es casi nulo, lo que permite interpretar como en correspondencias mu´ltiples cla´sico la
abscisa de un individuo como el baricentro de las modalidades que ha elegido». Hacen
referencia a tablas disyuntivas incompletas en las que el efectivo de datos ausentes re-
presenta una proporcio´n reducida en relacio´n al total (caso de datos ausentes por olvido
distribuidos de forma aleatoria a lo largo de la tabla). Sin embargo, puede alterar los
resultados y su interpretacio´n cuando se considera nulo en una tabla de datos en la cual
la proporcio´n de no respuesta es grande o corresponde a ciertos grupos de individuos
(caso de tablas de datos con preguntas condicionadas) como se ha podido comprobar en
la aplicacio´n a la Encuesta de Condiciones de Vida de 1989 de la Comunidad Auto´noma
de Euskadi presentada en (Goitisolo & Za´rraga 1998a).
Lo cierto es que este segundo sumatorio es el mismo para todos los individuos, aunque
difiere para los distintos ejes, por lo que se podrı´a trasladar los factores Fs(i), s ∈ S, i ∈
I de tal forma que en la representacio´n superpuesta de ambas nubes un individuo siga
estando representado en el baricentro de las modalidades que posee:
(16) F ∗s (i) = 1√λs n
∑
j∈J fij Gs(j) i ∈ I s ∈ S
9. N ´UMERO DE EJES
En el ana´lisis de correspondencias de una tabla disyuntiva completa el nu´mero de ejes S
es igual al nu´mero de modalidades activas menos el nu´mero de variables, porque todas
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las modalidades correspondientes a cada una de las variables se encuentran restringidas
al mismo hiperplano. En el ana´lisis de correspondencias con marginal modificada de
una tabla disyuntiva incompleta, las modalidades de una misma cuestio´n no cumplen
ningu´n tipo de restriccio´n por lo que pueden existir tantos ejes como nu´mero de mo-
dalidades activas exista en el ana´lisis. Si existen cuestiones con datos completos, sus
modalidades mantendra´n la misma restriccio´n que en el ana´lisis cla´sico por lo que la
cantidad de ejes disminuira´ en ese nu´mero de cuestiones completas.
La existencia de preguntas condicionadas en el ana´lisis tambie´n reduce la cantidad de
ejes, puesto que los individuos que han de responder a una pregunta condicionada vie-
nen determinados por la respuesta a una modalidad (o combinacio´n de ellas) anterior.
10. ESTUDIO DE LA ASOCIACI ´ON ENTRE LAS CUESTIONES
El estudio de la independencia entre dos variables cualitativas q y q′ ∈ Q con Jq y Jq′
modalidades respectivamente se realiza habitualmente a trave´s de su tabla de contin-
gencia donde han de ser clasificados todos los individuos. Para ello, en el caso de que
alguna de las cuestiones no haya sido respondida por todos los individuos, sera´ necesa-
rio tener presente las modalidades de no respuesta. La tabla de contingencia tendra´ la
forma:
Tabla 2
1 . . . j′ . . . Jq′ a′
1
.
.
.
j bqq
′
jj′
.
.
.
Jq
a
donde a y a′ representan las modalidades de no respuesta de las cuestiones q y q′ ∈ Q
respectivamente.
Un elemento bqq
′
jj′ ; j ∈ Jq; j′ ∈ Jq′ ; q, q′ ∈ Q de esta tabla indica el nu´mero de indi-
viduos que pertenecen simulta´neamente a las modalidades j y j′ de las cuestiones q y
q′ ∈ Q respectivamente. Es decir:
bqq
′
jj′ =
∑
i∈I
zijzij′ = Card{i : zij = zij′ = 1|i ∈ I} j ∈ Jq j′ ∈ Jq′ q, q′ ∈ Q
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Analizar la independencia entre ambas cuestiones lleva a comparar los te´rminos:
(17) bqq
′
jj′
n
y
b
qq
jj
b
q′q′
j′j′
n2
j ∈ Jq j′ ∈ Jq′ q, q′ ∈ Q
que, en funcio´n de la tabla disyuntiva incompleta, equivale a comparar:
(18)∑
i∈I
zijzij′
n
y
∑
i∈I
z2ij
∑
i∈I
z2ij′
n2
j ∈ Jq j′ ∈ Jq′ q, q′ ∈ Q
Sin embargo, la no respuesta en el caso de cuestionarios con preguntas condicionadas
es determinada por una cuestio´n diferente. Si, por ejemplo, las dos cuestiones han sido
condicionadas por la misma pregunta−de tal forma que ambas tienen en comu´n el total
de las respuestas ausentes− no existe independencia. Puesto que el intere´s se centra
en la asociacio´n entre las modalidades respondidas, parece ma´s apropiado no tener en
consideracio´n la relacio´n entre las modalidades de no respuesta a la hora de analizar la
independencia entre ambas cuestiones.
En ACM cla´sico el ana´lisis simulta´neo de la dependencia entre las Q cuestiones se
realiza a trave´s de tabla de Burt definida en funcio´n de la tabla disyuntiva completa (Z)
de la siguiente forma:
B = ZT Z
La tabla B de te´rmino general bqq
′
jj′ esta´ formada por Q2 bloques. El bloque (q, q′), de
orden (Jq, Jq′) es la tabla de contingencia que cruza las respuestas a las cuestiones q y
q′ ∈ Q.
El elemento bqq
′
jj′ , j, j
′ ∈ J es nulo si las dos modalidades pertenecen a la misma
cuestio´n y representa el nu´mero de individuos que eligen una determinada modalidad
(denominado tambie´n por z.j o zq.j , j ∈ J , q ∈ Q -en §2-) si las modalidades j y
j′ ∈ J coinciden.
Por analogı´a se define la matriz B∗ de orden (J×J) que sera´ denominada pseudo-tabla
de Burt y puede expresarse en funcio´n de la tabla disyuntiva incompleta:
B∗ = Z∗T Z∗
La diferencia entre B y B∗ radica en que en la matriz B∗ el total de cada una de las
subtablas que la forman no es constante, sino la cantidad de individuos que responden
a las cuestiones q y q′ ∈ Q (no necesariamente coincidente con el nu´mero total de
individuos encuestados).
En (Goitisolo & Za´rraga 1998b) se demuestra la equivalencia entre los ana´lisis factoria-
les de la tabla disyuntiva incompleta y la pseudo-tabla de Burt asociada, obtenie´ndose
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factores proporcionales asociados a valores propios que se relacionan mediante:
(19) λB∗s =
(
z
n
λs
)2
s ∈ S
donde λB∗s son los valores propios correspondientes al ana´lisis de la pseudo-tabla de
Burt y λs los del ana´lisis de la tabla disyuntiva incompleta.
10.1. Independencia entre las cuestiones
Al igual que en el ana´lisis de correspondencias mu´ltiples con datos completos, el ana´li-
sis de la tabla disyuntiva incompleta esta´ asociado a unas tasas de inercia pequen˜as que
no deben ser interpretadas como partes de informacio´n explicada por los ejes. A conti-
nuacio´n se estudia el caso en el cual las cuestiones son independientes dos a dos y se
propone una correccio´n a estas tasas de inercia en el ana´lisis con marginal modificada
de una tabla disyuntiva incompleta.
La matriz de diagonalizacio´n en el ana´lisis con marginal modificada de la tabla disyun-
tiva incompleta, tiene un te´rmino general (recogido en la ecuacio´n (9)) que puede ser
expresado en funcio´n de los elementos de la tabla disyuntiva incompleta de la siguiente
forma:
(20) ajj′ = nz
(
1
z.j
∑
i∈I zij zij′ − 1n z.j′
)
j, j′ ∈ J
Notar que:
•
∑
i∈I
zij zij′ = 0 si: j, j′ ∈ Jq y j 6= j′ q ∈ Q
porque un individuo no puede pertenecer a dos modalidades de la misma cuestio´n
•
∑
i∈I
zij zij′ = z.j si: j, j′ ∈ Jq y j = j′ q ∈ Q
nu´mero de individuos que pertenecen a una determinada modalidad
•
∑
i∈I
zij zij′ =
z.j z.j′
n
si: j ∈ Jq , j′ ∈ Jq′ , q 6= q′ q, q′ ∈ Q y adema´s
existe independencia entre ambas cuestiones
y que por tanto:
• ajj′ = −z.j
′
z
si: j, j′ ∈ Jq y j 6= j′ q ∈ Q
• ajj′ = n− z.j
′
z
si: j, j′ ∈ Jq y j = j′ q ∈ Q
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• ajj′ = 0 si: j ∈ Jq , j′ ∈ Jq′ , q 6= q′ q, q′ ∈ Q y existe independencia
entre ambas cuestiones.
En consecuencia, la matriz AZ∗ que se ha de diagonalizar tiene la forma:
AZ∗ =


A1Z∗ 0
.
.
.
AqZ∗
.
.
.
0 AQZ∗


donde cada submatriz AqZ∗ es:
AqZ∗ =


n− zq,1
z
−zq,2
z
−zq,3
z
. . .
−zq.Jq
z
−zq,1
z
n− zq,2
z
−zq,3
z
. . .
−zq.Jq
z
−zq,1
z
−zq,2
z
n− zq,3
z
. . .
−zq.Jq
z
.
.
.
−zq,1
z
−zq,2
z
−zq,3
z
. . .
n− zq.Jq
z


Siendo zq.j equivalente al z.j anterior.
Para diagonalizar la matriz AZ∗ se ha de resolver la ecuacio´n:
|AZ∗ − λsI| = 0 s = 1, . . . , J
Debido a la estructura diagonal por bloques de la matriz AZ∗ , los valores λs (incluyendo
los valores nulos) que solucionan esa ecuacio´n son los resultantes de resolver el sistema
de Q ecuaciones siguiente:
|AqZ∗ − λqsIJq | = 0 ∀q ∈ Q s = 1, . . . , Jq
siendo IJq la matriz identidad de orden Jq, q ∈ Q.
Las matrices AqZ∗ , q ∈ Q pueden expresarse como:
AqZ∗ =
n
z
IJq − Eq
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siendo:
Eq =


zq,1
z
zq,2
z
zq,3
z
. . .
zq.Jq
z
.
.
.
.
.
.
.
.
.
zq,1
z
zq,2
z
zq,3
z
. . .
zq.Jq
z


Como se puede comprobar fa´cilmente, esta matriz (de orden Jq) es de rango 1 y su
traza es zq/z (nu´mero de individuos que responden la cuestio´n q ∈ Q entre el nu´mero
total de respuestas de los n individuos a las Q cuestiones), por ello tiene un valor propio
µq = zq/z y (Jq − 1) valores propios nulos.
A trave´s de la relacio´n entre los valores propios de AqZ∗ y de esta matriz Eq, q ∈ Q:
AqZ∗ us = λ
q
s us
n
z
IJq us − Eq us = λqs us
Eq us =
(
n
z
− λqs
)
us
Eq us = µ
q
s us
donde s = 1, . . . , Jq; se obtienen los valores propios de cada matriz AqZ∗ :
λqs =


n
z
si s = 1, . . . , Jq − 1
∀q ∈ Q
n
z
− zq
z
si s = Jq
y de la matriz AZ∗ que resultan ser:
(21) λs =


n
z
si s = 1, . . . , J −Q
n
z
− zq
z
si s = (J −Q + 1), . . . , J ∀q ∈ Q
Donde existen tantos valores propios nulos como cuestiones a las que responden todos
los individuos (zq = n, q ∈ Q).
Al igual que en el caso de tablas disyuntivas completas, la independencia entre cues-
tiones no se refleja en una inercia nula y no se debe, obviamente, a asociaciones entre
las cuestiones sino a un efecto de estructura o de construccio´n de la tabla disyuntiva
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incompleta. Cada uno de los J ejes estarı´a recogiendo una inercia trivial que evidente-
mente engorda los valores propios del ana´lisis de la tabla disyuntiva incompleta cuando
no existe la independencia.
10.2. Tasas de inercia
Cuando no existen datos ausentes, la aplicacio´n del ana´lisis de correspondencias sim-
ples a la tabla de Burt lleva a la obtencio´n de los mismos factores del ana´lisis de la
tabla disyuntiva completa. En el caso particular de dos cuestiones, ambos ana´lisis pro-
ducen los mismos factores que el ana´lisis de correspondencias simples de la tabla de
contingencia. Sin embargo, los valores propios que se obtienen en los tres ana´lisis son
diferentes y dan lugar a distintas tasas de inercia proyectada sobre cada uno de los ejes.
Se pone de manifiesto de esta forma que el ana´lisis de correspondencias mu´ltiples (bien
se realice a trave´s de la tabla disyuntiva completa o bien a partir de la tabla de Burt)
estudia las relaciones de dependencia entre cada par de cuestiones y se revela el escaso
intere´s de los valores propios como medida de la informacio´n explicada por cada uno
de los factores.
Benze´cri (Benze´cri 1979) propone por ello, basa´ndose en la equivalencia entre el ana´li-
sis de correspondencias de la tabla disyuntiva completa y de la tabla de contingencia
cuando el nu´mero de cuestiones es dos, la siguiente correccio´n de los valores propios:
λ∗s =
(
Q
Q− 1
)2(
λs − 1
Q
)2
s ∈ S
para aquellos valores λs superiores a 1/Q, siendo λs los valores propios resultantes del
ana´lisis de la tabla disyuntiva completa. Al estar los valores propios λs comprendidos
entre 0 y 1, el te´rmino
(
Q
Q−1
)2
permite obtener unos valores propios corregidos com-
prendidos tambie´n entre 0 y 1, que hacen posible su comparacio´n con otros ana´lisis.
Esta modificacio´n de los valores propios lleva a definir las tasas de inercia proyectada:
τs =
λ∗s∑
s λ
∗
s
s ∈ S
donde la suma del denominador se extiende a los valores λs superiores a 1/Q.
Esta correccio´n encuentra su justificacio´n, para el caso de ma´s de dos cuestiones, en
la equivalencia entre los ana´lisis de la tabla disyuntiva completa y de la tabla de Burt.
En e´ste u´ltimo ana´lisis se introducen en la diagonal principal tablas que cruzan una
cuestio´n consigo misma haciendo incrementar la inercia total y donde el resto de las
tablas de contingencia aparecen dos veces (Greenacre 1993).
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Una razo´n alternativa para calcular las tasas de inercia corregidas se encuentra en el es-
tudio del caso particular donde las Q cuestiones son independientes dos a dos. A pesar
del nulo interes del ana´lisis de correspondencias cla´sico cuando se conoce (en ocasio-
nes u´nicamente tras los resultados del ana´lisis) la independencia de las cuestiones, su
aplicacio´n proporciona una inercia total no nula y (J − Q) factores con valores pro-
pios asociados iguales a 1/Q (Za´rraga 1989), demostrando que los valores propios del
ana´lisis (exista o no independencia) recogen una inercia trivial debida a un efecto de
estructura o de construccio´n de la tabla disyuntiva completa.
Cuando existen datos ausentes, el ana´lisis del caso en el cual las cuestiones son inde-
pendientes, en la forma definida, revela que las tasas de inercia calculadas como los
valores propios entre la inercia total, no son una buena medida de la asociacio´n entre
las cuestiones recogida por cada eje, por ello se propone, en el caso general en que las
cuestiones no son independientes, calcular los valores propios y las tasas de inercia de
la siguiente forma:
λ∗s =
(
z
z−n
)2(
λs − n
z
)2
∀λs > n
z
s = 1, . . . , J
τ∗s =
λ∗s∑
λ∗s>0
λ∗s
s = 1, . . . , J
donde λs es el valor propio obtenido en el ana´lisis con marginal modificada de la tabla
disyuntiva incompleta cuando no existe independencia. Estos nuevos valores propios y
tasas de inercia coinciden, si la tabla es disyuntiva completa, en la que z = nQ, con los
propuestos por Benze´cri (1979).
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Multiple Correspondence Analysis (MCA) studies the relationship between
several categorical variables defined with respect to a certain population.
However, one of the main sources of information are those surveys in which
it is usual to find a certain number of absent data and conditioned ques-
tions that do not need to be answered by the whole population. In these
cases, the data codification in a complete disjunctive table requires the in-
clusion of non-answer categories that can alter the results.
Escofier (Escofie 1981) suggests the analysis of the incomplete disjunc-
tive table (IDT) by substituting the real marginal of the table about the
individuals for a constant imposed marginal. As in the analysis of mul-
tiple correspondences with complete data, the analysis of the incomplete
disjunctive table is related to small percentages of inertia that cannot be
regarded as a part of the information expounded by the axes. This paper
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and will propose the correction to these percentages of inertia in a modified
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1. INTRODUCTION
In surveys, there can be absent answers for either unwilling slips by the surveyed, a will
to hide certain information, the existence of conditioned questions answered by that
person or not, depending on his answer to a previous question.
2. DEFINITION OF INCOMPLETE DISJUNCTIVE TABLES AND THEIR
NOTATION
Table 1 gathers the answers by a certain colectivity of individuals I into a group of
questions Q, each of them with a finite group of answer categories Jq, q ∈ Q. Each
element zij of the table assumes value 1 if individual i answers category j and 0 other-
wise. It is said that it is an incomplete disjunctive table - I.D.T.- when for some i and
j zij = 0, i = {1, . . . , i, . . . , n}, j = {1, . . . , j, . . . , J}.
A variable zqi. is defined with value 1 if the individual i answers q and with value 0
otherwise, and zq as the number of individuals responding to question q, q ∈ Q.
3. PROBLEM BROUGHT ABOUT BY THE APPLICATION OF STANDARD
M.C.A. TO AN I.D.T.
The distance χ2 between two row profiles i and i′ (equation 1) also increases with
the common answers, when individuals i and i′ do not answer the same number of
questions.
In the distance χ2 between two column profiles j and j′ (equation 2) each member
could have a different mass according to the number of answers previously chosen.
Therefore, the direct application of the standard M.C.A. is not appropriate to the study
of an I.D.T.
4. POSSIBLE ALTERNATIVES TO THE I.D.T. PROBLEM: A FACTOR
ANALYSIS WITH A MODIFIED MARGINAL
Either the elimination of those people not answering all the questions, or the creation
for each absent data variable of a non-answer category would allow for a complete
disjunctive table, but that could alter the results as well. As for the I.D.T. cases with a
number of absent data, Escofier (1981) proposes the substitution of the real marginal
of the table (fi. which is not constant) for a constant marginal gi. = 1/n in the whole
analysis.
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5. CLOUD OF INDIVIDUALS
Point i, provided with a weight gi., is represented in ℜJ by the profile fij/gi.. The
distance between both i and i′ (equation 3) increases only with different answers. This
is equivalent to looking for the Euclidean distance in a space provided with a metric
1/f.j .
The weighting of each category is the inverse to its mass.
The j-th gravity centre coordinate of the cloud is f.j . That will also originate the axes
of maxima inertia to be searched for.
6. CLOUD OF CATEGORIES
Point j, provided with a weight f.j , is represented in ℜn by the profile fij/f.j .
The distance between categories j and j′ (equation 4) is similar to that used when the
table is complete. It is equivalent to the Euclidean distance in a space provided with a
metric 1/gi..
GJ , the i-th gravity centre coordinate of the cloud is: fi.. However, (Goitisolo & Za´rra-
ga 1998b) justifies the election of point OJ (whose i-th coordinate is gi.) as origin.
The difference between the points OJ and GJ implies that the clouds must always be
centered during the analysis.
7. COMPUTATION OF FACTORS IN BOTH CLOUDS
Calculating the succession of the axes (us) that maximize the inertia projected on the
N (I) cloud is equivalent to maximizing the expression (5) with the matrices X, M, and
P, whose general terms appear in the equations (6, 7 and 8).
The solution to this problem leads to the diagonalization of the matrix XT PXM . The
projection of the cloud of individuals on the maxima inertia resulting axes are: Fs =
XMus. Its i-th coordinate assumes the expression (10).
Once the matrix XMXT P is diagonalized, the axes vs that maximize the projected
inertia about the cloud N (J ) are obtained. And the projetions Gs, whose j-th coordi-
nates are gathered in (11), are also obtained, just after premultiplication of the matrix
by XT P .
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8. RELATIONSHIPS BETWEEN THE FACTORS
The factors of both clouds are related either with the expressions 12 and 13 or for every
coordinate, according to the expressions 14 and 15.
The second summatory of equation 15 corresponds to the gravity center projection of
N (J ), which, not having been regarded as the origin of the axes, is different from 0.
Benali and Escofier (1987) suggest that «This term is nearly invalid in practice, which,
like in a classic M.C.A., allows one to consider the abscissa of an individual to be
the baricentre of the categories chosen». However, that can alter the results and its
interpretation when regarded as invalid in a table of data, in which the non-answer
proportion is in fact very large. That is exactly what happened in the application to the
1989 Life Conditions in the Basque Country Survey presented in (Goitisolo & Za´rraga
1998a).
The truth is that this second summatory is similar to all the individuals for which the
factors Fs(i) could be shifted so that an individual could still be represented in the bari-
centre of all his categories during the superposed representation in both clouds (equation
16).
9. NUMBER OF AXES
The categories of the same question do not feature any kind of restriction and there can
be as many axes as numbers of active categories in the analysis.
10. STUDY OF THE ASSOCIATION BETWEEN THE QUESTIONS
The study of the independence between two categorical variables q and q′(q, q′ ∈ Q)
usually takes place with its contingency table (Table 2, where a and a′ represent the
non-answer categories of the questions q and q′ respectively).
Analyzing the independence between both questions leads to comparing the terms in
either equation 17 or 18.
When there are conditioned questions, the association between the categories answered
has to be searched for.
In analogy with Burt’s table, the matrix B∗ is defined and will be named Burt’s pseudo-
table. It can be expressed according to the incomplete disjunctive table B∗ = Z∗T Z∗
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(Goitisolo & Za´rraga 1998b) shows the equivalence between the factor analysis Z∗ and
B∗ and they obtain the proportional factors associated to eigenvalues related to equation
19, where λB∗s are the eigenvalues corresponding to Burt’s pseudo-table analysis and
λs those in the I.D.T.
10.1. Independence between the questions
The I.D.T. analysis is related to small percentages of inertia that cannot be regarded as
parts of the information expounded by all the axes.
When there is independence between the questions, the diagonalization matrix in the
analysis with an I.D.T. modified marginal does have a general term gathered in equa-
tion 9. Its expression according to I.D.T. elements appears in equation 20. Equation
21 gathers the eigenvalues of the analysis. There are as many invalid eigenvalues as
questions answered by all the individuals.
10.2. Percentages of inertia
The relationship between the eigenvalues of the B∗ and Z∗ analyses, and the analysis
of the case when the questions are independent two by two reveals that the percentages
of inertia calculated as the ratio between the eigenvalues and the total inertia are not
an appropriate measure of the association between the questions gathered by each axis.
That is why we propose to calculate the eigenvalues and the percentages of inertia as
follows:
λ∗s =
(
z
z−n
)2(
λs − n
z
)2
∀λs > n
z
s = 1, . . . , J
τ∗s =
λ∗s∑
λ∗s>0
λ∗s
s = 1, . . . , J
λs is the eigenvalue attained in the analysis with a modified I.D.T. marginal, when there
is no independence. These new eigenvalues and percentages of inertia do agree if the
table is a complete disjunctive one, in which z = nQ, with those proposed by Benze´cri
(1979).
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